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第11章 积分和微分方程组
在有效的M AT L A B命令帮助下，可以求解出定积分和普通微分方程的数字解并绘制出其

图形。

11.1   积分

在M AT L A B中能求解如下形式的定积分并给出数字解：

有许多方法都可以能够解决积分问题 (又叫做求面积 )。如果要用M AT L A B监控整个计算

过程，可以使用q u a d命令。同样能计算出被积函数 g的值，并且让M AT L A B使用梯形规则和

t r a p z命令计算出积分。当只有离散的数据点和被积函数的数学表达式为未知时，这种方法

是非常有效的。

命令集1 0 7 定积分计算

t r a p z ( x , y ) 计算出函数x的积分并将结果返回到y。向量x和y有相同的长度，

(xi, yi)代表曲线上的一点。曲线上点的距离不一定相等，x值也

不一定有序。然而，负值间距和子区间被认为是负值积分。

t r a p z ( y ) 计算方法同上，但x值间隔为1。

t r a p z ( x , A ) 将A中每列的值带入 x的函数算出其积分，并返回一组包含

积分结果的向量。A的列向量必须和向量x的长度相同。

Z = t r a p z ( x , A , d i m ) 在矩阵A中d i m指定的维内进行数据积分。如果给定向量 x，

则x的长度必须与size(A, dim)相同。

c u m t r a p z ( A , d i m ) 返回大小和A相同的数组，包含的是将矩阵 A进行梯形积分

的累积值。如果d i m已给定，则在d i m维内进行计算。

q u a d ( f c n , a , b ) 返回在区间[a, b]上g的积分近似值。字符串f c n包含一个与g相

对应的M AT L A B函数名，也就是预定义函数或者是 M文件。

这个函数接收一个向量参数，并返回一个向量结果。

M AT L A B利用辛普森规则执行递归的积分，计算误差为1 0－3。

q u a d ( f c n , a , b , t o l ) 求g的积分近似值，其相对误差由参数 t o l定义。否则，计算

过程同上。

quad(fcn,a b,tol,求g的积分近似值，其相对误差由参数 t o l所定义。如果参数

p i c ) p i c是非零值，则在图形中显示求值的点。

q u a d (. . ., t r a c e ) 如果t r a c e是非零值，则画出积分图形。



q u a d 8 (. . .) 可以与q u a d一样用于相同的参数组合并返回相同的结果，

但使用更高精度的方法。因此，如果被积函数的导数在某一

区间内是不定的，例如： ,使用此命令将会更好

一些。q u a d和quad8 都要求被积函数在整个区间里是有限的。

dblquad(f, min1,计算双变量函数 f的二重积分。函数中的第一个自变量用于

m a x 1 , m i n 2 , m a x 2 , 内层积分。内层积分在m i n1 和m a x1之间进行，外层积分在

t o l , t r a c e , o r d e r ) m i n2和m a x2之间进行。变量 t o l指定相对误差。 t r a c e的使用

方法与q u a d相同。根据字符串 o r d e r，对于相同的访问，

d b l q u a d能选择使用q u a d、q u a d 8和许多用户定义的积分

方法，并返回与q u a d相同的变量。

输入q u a d d e m o可以看到一个演示实例。

■ 例11 . 1

下面用不同的方法来计算下列积分：

(a) 使用t r a p z命令。首先创建一个有 x值的向量。用5和1 0两个值进行计算：

然后创建x的函数y:

现在计算出积分值：

(b) 使用q u a d命令。首先在M文件中创建函数。此文件 i n t e g r a n d . m包含函数，如下：

首先以标准误差计算积分，然后再以指定误差计算积分。

q = s i n x
0

1

∫ dx
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(c) 使用q u a d 8命令：使用在( b )中创建的M文件,然后输入：

这是M AT L A B所能给出的最精确的结果。

(d) 使用c u m t r a p z命令能很容易地计算出不同区间的积分。

(e) 计算二重积分：

如图11 - 1。首先创建一个包含函数M文件:i n t e g r a n d 2 . m:

然后用q u a d命令计算对于固定的 x值在y方向的一些积分值：

现在已计算出在y方向的1 5个积分值。t r a p z命令能使用这些值来计算二重积分：

输入下列语句可以得到一个积分区域的图形：
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结果如图11 - 1所示。命令m e s h和v i e w定义在1 3 . 5节中。

图11-1   函数e-x2 -y2在区间[ 0，1 ]×[ 0，1 ]的上的图形

不定积分 不能使用上面的命令来计算。 M AT L A B中的数学符号工具箱和

M AT L A B的编辑器能提供处理这些积分的命令。

11.2   常微分方程组

下面来研究常微分方程系统O D E, 该系统处理的是初始值已知的一阶微分方程。在本节中

主要讨论这种类型的微分方程，同时也会举出两个有关边界值问题的例子。可以利用O D E系

统创建稀疏线性系统方程来求解这些例子。

在数学符号工具箱中，有一些命令能给出常微分方程的符号解，即解以数学表达式的形式给出。

在下面的初始值问题中，有两个未知函数： x 1(t)和x 2(t)，并用以下式子表达其微分形式：

在许多应用中，独立变量参数 t表示时间。

高阶的O D E能表达成第1阶的O D E系统。例如，有以下微分方程：

用x2替换x 用x1替换 x，就能得到：

f(t)
a

x

∫ dt
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这是一个第1阶的O D E系统。

对于某一时间间隔 0≤t≤T，初始值问题的解决方法是将时间分成一组有限和离散的时间

点，例如用相同的时间间隔∆t进行等分：

其中时间步长∆t=T / N，N为某一整数。这种导数能被微分方程的可微分的商所代替，微分

方程表示在不同时间点的解。见例 11 . 2，给出更多的有关有限微分商的信息。这种方法的稳

定性取决于∆t的大小和所采用的数值方法，用这种方法能得到 O D E的近似值。

在许多应用中有一些微分过程非常复杂的微分方程，在某些区域里这些方程要求有非常

小的时间步长∆t。解决这些问题的困难在于问题中涉及不同的时间尺度，如解的导数可能有

较大的变化。

M AT L A B使用龙格-库塔-芬尔格 (R u n g e - K u t t a - F e h l b e rg)方法来解O D E问题。在有限点内

计算求解，而这些点的间距由解本身来决定。当解比较平滑时，区间内使用的点数少一些；

在解变化很快时，区间内应使用较多的点。

为了得到更多的有关何时使用哪种解法和算法的信息，推荐使用 h e l p d e s k。所有求解

方程通用的语法或句法在命令集 1 0 8中头两行给出。时间间隔将以向量 t = [ t 0 , t t ]给出。

命令o d e 2 3可以求解 ( 2，3 )阶的常微分方程组，函数 o d e 4 5使用( 4，5 )阶的龙格 -库塔-芬

尔格方法。注意，在这种情况下 x´是x的微分，不是x的转置。

在命令集1 0 8中s o l v e r将被诸如o d e 4 5函数所代替。

命令集1 0 8 龙格-库塔-芬尔格方法

[ t i m e , X ]= 计算O D E或由字符串s t r给定的O D E的值。部分解已

s o l v e r ( s t r , t , x 0 ) 在向量 t i m e中给出。在向量 t i m e中给出部分解，包含的

是时间值。还有部分解在矩阵 X中给出，X的列向量是

每个方程在这些值下的解。对于标量问题，方程的解将

在向量X中给出。这些解在时间区间 t ( 1 )到t ( 2 )上计算得

到，其初始值是x 0即x ( t ( 1 ) )。此方程组由 s t r指定的M文

件中函数表示出。这个函数需要两个参数：标量 t和向

量x，应该返回向量x' (即x的导数 )。因为对标量O D E来

说，x和x'都是标量。在M文件中输入o d e f i l e可得到

更多信息。同时可以用命令 n u m j a c来计算雅可比函

数。

[ t , X ] = 此方程的求解过程同上。结构 v a l包含用户给s o l v e r

s o l v e r ( s t r , t , x 0 , v a l ) 的命令。参见o d e s e t和表11 - 1，可得更多信息。

o d e 4 5 此方法被推荐为首选方法。

o d e 2 3 这是一个比o d e 4 5低阶的方法。

o d e 1 1 3 用于更高阶或大的标量计算。

o d e 2 3 t 用于解决难度适中的问题。

o d e 2 3 s 用于解决难度较大的微分方程组。对于系统中存在常

量矩阵的情况也有用。
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o d e 1 5 s 与o d e 2 3 s相同，但要求的精度更高。

o d e 2 3 t b 用于解决难度较大的问题。对于系统中存在常量矩阵

的情况也有用。

s e t = o d e s e t ( s e t 1 , v a l 1 ,返回结构s e t,其中包含用于O D E求解方程的设置参数。

s e t 2 , v a l 2 ,. . .) 有关可用设置的信息参见表 11 - 1。

o d e g e t ( s e t ,’s e t 1’) 返回结构s e t中设置s e t 1的值

有许多设置对o d e s e t控制的O D E解是有用的，参见表11 - 1。例如，如果在求解过程中要

画出解的图形，可以输入：i n s t = o d e s e t (‘O u t p u t F c n’,’o d e p l o t’) ;。

表11-1   ODE求解方程的设置参数

R e l T o l 给出求解方程允许的相对误差

A b s T o l 给出求解方程允许的绝对误差

R e f i n e 给出与输出点数相乘的因子

O u t p u t F c n 这是一个带有输出函数名的字符串，该字符串将在求解函数执行的每

步被调用：o d e p h a s 2(画出2 D的平面相位图 ) , o d e p h a s 3 (画出3 D的平面

相位图) ,o d e p l o t(画出解的图形 ) ,o d e p r i n t(显示中间结果 )

O u t p u t S e l 是一个整型向量，指出哪些元素应被传递给函数，特别是传递给O u t p u t F c n

S t a t s 如果参数S t a t s为o n，则将统计并显示出计算过程中资源消耗情况

J a c o b i a n 如果编写O D E文件代码以便F ( t , y ,’j a c o b i a n’)返回d F/d y，则将

J a c o b i a n设置为o n

J c o n s t a n t 如果雅可比数 d f/d y是常量，则将此参数设置为 o n

J P a t t e r n 如果编写O D E文件的编码以便函数 F ( [ ] , [ ] , ’ j p a t t e r n ’ ) 返回带

有零的稀疏矩阵并输出非零元素 d F/d y，则需将J p a t t e r n设置成o n

V e c t o r i z e d 如果编写 O D E文件编码以便函数 F ( t , [ y 1 , y 2 ’. . .] )返回

[F(t,y1) F(t,y2). . .]，则将此参数设置成o n

E v e n t s 如果O D E文件中有带有参数‘ e v e n t s’，则将此参数设置成o n

M a s s 如果编写O D E文件编码以实现函数 F ( t , [ ] ,’m a s s’)返回M和M(t)，

应将此参数设置成o n

M a s s C o n s t a n t 如果矩阵M(t)是常量，则将此参数设置为 o n

M a x S t e p 此参数是限定算法能使用的区间长度上限的标量

I n i t i a l S t e p 给出初始步长的标量。如果给定的区间太大，算法就使用一个较小的步长

M a x O r d e r 此参数只能被 o d e 1 5 s使用，它主要是指定 o d e 1 5 s的最高阶数，并且此参

数应是从1到5的整数

B D F 此参数只能被 o d e 1 5 s使用。如果使用倒推微分公式而不是使用通常所

使用的微分公式，则要将它设置为 o n

N o r m C o n t r o l 如果算法根据n o r m ( e ) < = m a x ( R e l T o l*n o r m ( y ) , A b s T o l )来步积

分过程中的错误，则要将它设置为 o n

也可试用命令o d e d e m o。
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■ 例11 . 2

(a) 求解下面的O D E：

创建函数x p r i m1，将此函数保存在M文件x p r i m 1 . m中：

然后，调用M AT L A B的O D E算法求解方程，最后画出解的图形：

得到图11 - 2。M AT L A B计算出的解用圆圈标记。在 1 3 . 1节中介绍绘图命令p l o t。

图11-2   由函数x p r i m 1定义的O D E解的图形

(b) 解下面的O D E过程是等价的：

首先创建函数x p r i m2，并将其保存在M文件x p r i m 2 . m中：

然后调用O D E的求解方程并画出其解的图形：
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得到图11 - 3。

图11-3   由函数x p r i m 2定义的O D E解的图形

注意，在M AT L A B中计算出的点在微分绝对值大的区域内更密集些。

(c) 求解：

可使用与 ( b )中相同的函数。只要改变一下初始数据即可：

给出图11 - 4。

图11-4   给定新的初始数据，由函数 x p r i m2定义的O D E解的图形
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(d) 求解下面方程组并不很难：

这个方程组应用在人口动力学中，可以认为是单一化的捕食者—被捕食者模式。例如，

狐狸和兔子。x1表示被捕食者， x2表示捕食者。如果被捕食者有无限的食物，并且不会出现捕

食者。于是有 x1´ =x1，这个式子是以指数形式增长的。大量的被捕食者将会使捕食者的数量增

长；同样，越来越少的捕食者会使被捕食者的数量增长。而且，人口数量也会增长。洛特卡

和伏尔泰拉在2 0世纪2 0年代已对这些非线性的微分方程进行了研究。

创建函数x p r i m3，并将其保存在M文件x p r i m 3 . m中：

然后调用一个O D E算法和画出解的图形：

所得结果如图11 - 5所示。

在M AT L A B中，也可以根据 x2函数绘制出x1的图形。命令p l o t ( x ( : , 2 ) , x ( : , 1 ) )可绘

制出平面相位图，如图11 - 6所示。

■ 例11 . 3

对于某些a和b值，下面的问题比较难解：
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图11-5   函数x p r i m 3定义的O D E解的图形
图11-6   由函数x p r i m 3定义并根据函数

x2计算出的x1值的曲线图

■

时间t0=0, tt=20 x2



方程由下面的M文件s t i ff 1 . m定义：
function stiff=stiff1(t, x)

global a; % 变量不能放入参数表中

global b;

s t i f f = [ 0 ; 0 ] ; % Stiff必须是一个冒号向量

下面的M文件给出一个比较困难的问题：

运行后得到的结果如下：

使用专门解决复杂问题的解法 o d e 2 3 s，将会得到较好的结果：

对于边界值问题，除了微分方程，还有在边界处的值。在一维下这意味至少有两个条件。

现在举两个如下的例子：

• 假设要研究一根杆的温度分布情况。这根杆一端的温度是 T0，另一端的温度是 T1；如

图11 - 7所示。

令y(x)表示这根杆的温度，函数 f(x)表示加热源。

从时间 t= 0开始，在相当长的时间内加热这根杆，直至达到平衡状态。这就是所谓的定常

值或稳定状态。这个定常值可由下面的方程模型表示：

假设这根杆两端为： x= 0和 x= 1。

• 假设在其两端有一根固定的柱子(或者可以看成是一个连接两个岛屿的桥)，如图11-8所示。
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令y(x)表示加载函数 g(x)后弯曲的柱子。此问题需要有两个关于此柱子两端的边界条件。

假设这根柱子非常牢固地固定在墙上，即 y在墙上的导数是 0。可以得到下面的O D E，其中介

绍了自然协调系统：

由于存在边界值问题，不可能象解决初始值问题一样一次只执行一步地来解决问题。因

此必须解一个同时给出所有未知参数的方程组。

假设有一个O D E，函数y(x)是它的解。用近似的差分来代替微分方程就能解这个O D E问题。

为了能这样做，必须将区间分成有限数量的点： x0, x1,. . .,xM，其中xj+ 1=xj+ ∆x,然后计算出区间内

各点的近似值yj≈y(xj)，并给出确定的边界值，如 y0和yM或更多的值；如图11 - 9所示。

图11-9   将计算区间 [ 0，1 ]分成M等份

解y(x)的导数可由有限的差分代替，如下：

如果用这些差分方程来代替O D E中的导数，就能得到一个所有未知 yj的方程组。其系数矩

阵是一个有序区间，此区间的宽度决定于这个微分方程的导数个数。
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图11-7   在一根杆上的温度分布图 图11-8   在柱子上加载重量 (相当于桥上交通堵塞 )



■ 例11 . 4

根据前面的温度模型的方程研究一下杆的温度分布，将所有的导数换成不同的差分并得

到：

其中f j=f(xj)。为了简单起见，设M = 6，即给定 y0和y6，而y1, y2, . . . ,y5为未知变量。于是就

有：

注意， y0=T0和yM=T1必须移到方程组的右边。此时得到的矩阵是一个对角矩阵，其对角

线上的元素为2，并且上一对角线和下一对角线上的元素为 1。

下面解此问题的文件 t e m p e r a t u re . m。用户必须先给出分段数及 f(x) (用点符号 )，最后给出

T0和T1。有关稀疏矩阵更多信息参见第 9章。

% 杆上的温度分布，用T0和T1分别表示两端温度

% 这根杆放在x坐标的0和1区间上，并被分成M个子区间，每一个子区间的长度为 1 / M

% 创建稀疏矩阵方程A x = b并求解

% 矩阵A是对角阵，并以稀疏矩阵的形式存储

% 构造对角矩阵A和方程右边b
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x = x x ( 2 : e n d - 1 ) ; % x为区域内的值。

f = e v a l ( f u n c S t r ) ; % 相应的f ( x )值。

b = d e l t a x ̂ 2 f ;

b ( 1 ) = b ( 1 ) + T 0 ; % 对边界值x = 0 , x = 1进行特殊处理。

% 解线性方程

y = A \ b ; % y在区间内：j = 1 , 2 ,. . ., M - 1。

y = [ T 0 ; y ; T 1 ] ; % y在整个区间内：0 < = x < = 1。

c l f ;

% 上面图形表示外部热源。

% 下面图形表示杆上的热分布。

将区间分成1 0 0等份，根据方程 f(x) =x2+ s i n ( 1 0 x)在图11 - 1 0中可以得到解。

图11-10   边界值问题的解：杆的温度分布

■ 例11 . 5

如果把前面柱子例题中的导数替换掉，即用 yj近似值表示解，就可以得到：

第11章 积分和微分方程组 1 6 3
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外部热源f(x)

杆上温度分布

■



将其重写为：

这是一个真正的线性方程组，其中用 M- 3个方程来解M- 3个未知数： y2, y3,. . .,yM - 2。如果

M=10 ，就有：

解是一个5对角矩阵，使用 \运算符能很快且有效地解出此方程。
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